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� PROBLEMA 1

In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), è assegnata la curva K di equazione:

(1) y ��
2x

2

(6

�

�

x

x)
� .

a) Disegnarne l’andamento, indicando con A il suo punto di massimo relativo.

b) Calcolare quanti punti, aventi le coordinate del tipo ��
a

2
� , �

b

2
��, dove a, b sono numeri interi, apparten-

gono alla regione piana (contorno compreso) delimitata dall’asse x e dalla curva K.
c) Fra i triangoli isosceli aventi il vertice propriamente detto in A e la base sull’asse x, determinare quello il

cui perimetro è 16.
d) Calcolare le aree delle due regioni in cui la curva K divide il triangolo trovato sopra.
e) Spiegare perché la funzione (1) non è invertibile nel suo dominio. Se si restringe convenientemente

questo dominio si ottiene una funzione invertibile? Qual è in tal caso la funzione inversa?

� PROBLEMA 2

Nel Liceo Scientifico «Torricelli» vi sono 4 classi quinte, i cui alunni sono distribuiti per sezione e per sesso
in base alla seguente tabella:

a) Rappresentare graficamente la situazione per mezzo di un istogramma.
b) Calcolare le distribuzioni marginali degli studenti per sezione e per sesso.
c) Calcolare la probabilità che, scelta a caso una coppia di studenti della 5a A, questa sia formata da alunni

di sesso:

1) maschile 2) femminile 3) differente.

Quanto vale la somma delle tre probabilità trovate?.
d) Calcolare la probabilità che, scelti a caso una classe e, in essa, una coppia di studenti, questa sia forma-

ta da alunni di sesso differente.
e) Scelto a caso un alunno di quinta del Liceo in questione e constatato che si tratta di uno studente di

sesso maschile, calcolare la probabilità che esso provenga dalla 5a D.

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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� QUESTIONARIO

La funzione f (x) ��
3
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x

x
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e

n

n

x

x
� è, per x�� �, una forma indeterminata di tipo �

�

�
�. Il limite della 

funzione, per x�� �:

A) non esiste; B) è �
3

2
� ; C) è �

2

3
� ; D) è un valore diverso da �

3

2
� e �

2

3
� .

Una sola risposta è corretta: individuarla e fornire un’esauriente spiegazione della scelta effettuata.

Determinare il più grande valore di n per cui l’espressione numerica �
n

k�5
k non supera 10 000.

Sia F (x) una funzione reale di variabile reale derivabile in un punto a. Si sa che se F �(a) � 0 allora F (x) è
crescente in a, mentre se F �(a) � 0 allora F (x) è decrescente in a. Dimostrare che condizione sufficiente
ma non necessaria affinché F (x) ammetta in a un massimo relativo è che risulti F �(a) � 0 ed F �(a) � 0.

Risolvere la seguente disequazione in x :

(ln x)2 � ln(x 2).

Considerato un triangolo equilatero di altezza h e detto P un suo qualsiasi punto interno, indicare con x, y,
z le distanze di P dai lati del triangolo. La somma x � y � z risulta:

A) sempre maggiore di h;
B) sempre minore di h;
C) sempre uguale ad h;
D) a volte maggiore di h, a volte minore, a volte uguale.

Una sola risposta è corretta. Individuarla e fornire un’esauriente spiegazione della scelta effettuata.

Riferito il piano a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), si consideri l’equazione:

xy � px � qy � r � 0.

Determinare sotto quali condizioni per i coefficienti p, q, r (non tutti nulli) essa rappresenta l’insieme di
due rette.

Descrivere tutte le isometrie dirette che mutano un tetraedro regolare in sé.

In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le affinità di equazio-
ni:

� .

Tra di esse determinare quella che trasforma il punto (1, 0) nel punto (1, �1) e stabilire se ammette rette
unite.
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� PROBLEMA 1

a) Il campo di esistenza della funzione f (x) ��
2x

2

(6

�

�

x

x)
� è l’intervallo ]��, �2[�] � 2, ��[ e si ottiene im-

ponendo che il denominatore di f non sia nullo. Lo schema di figura 1 mostra il segno di f : la funzione
si annulla in x� 0 e in x� 6, è positiva per x� � 2 e per 0 �x � 6, negativa per � 2 �x� 0 e per x� 6.

Calcoliamo i limiti. Si ha:

lim
x���

f � � �, lim
x���

f � � �,

lim
x��2�

f � � �, lim
x��2�

f � � �.

Quindi la retta x��2 è asintoto verticale. Cerchiamo eventuali asintoti obliqui di equazione y�my�q,

con m � lim
x���

�
f (

x

x)
� e q� lim

x���
[ f (x) � mx ]. Si ha:

m � lim
x���

�
2(

2
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�

x

x)
�� � 2

q � lim
x�����2x

2

(6

�

�

x

x)
�� 2x�� lim

x���
�
2

1

�

6x

x
�� 16.

La retta y � � 2x � 16 è asintoto obliquo di f.

La derivata prima

f �(x) � �

ha campo di esistenza uguale a quello di f e si annulla per x � � 6 e x � 2.

Essendo il denominatore sempre positivo, il segno di f � è concorde con il segno del numeratore. Si ha:

per �6 � x � 2, f �(x) � 0 e la funzione f è crescente;
per x � � 6 e x � 2, f �(x) � 0 la funzione f è decrescente. 

� 2(x 2 � 4x � 12)
��

(2 � x)2

(12 � 4x)(2 � x) � 12x � 2x 2

���
(2 � x)2

SOLUZIONE DELLA PROVA D’ESAME
CORSO SPERIMENTALE P.N.I. • 2004

Sessione suppletiva

�

2x(6–x)
�

+

0
2+x

f(x)
0–2

�

–2

0

0

0�

+

�

6

0

6

0

+

+

+

�

+

�

� Figura 1.

BA

C

D

N
M

E
PQ

H L

z
y

x

� Figura 8.

10 © Zanichelli Editore, 2006 

Deve essere x � 0 affinché la disequazione abbia senso, quindi si può scrivere ln (x 2) � 2 ln x ; la disequa-
zione (ln x)2 � ln (x 2) diventa (ln x )2 � 2 ln x � 0. Posto ln x � y, si ottiene y 2 � 2y � 0 che è soddisfatta per
y � 0�y � 2. Essendo:
lnx�0�x�1�0�x�1 e lnx�2�x�e 2, l’insieme delle soluzioni della disequazione è: ]0,1]� [e 2,�� [.

Sia P un punto interno al triangolo ABC e indichiamo con L, M e N i piedi delle
perpendicolari condotte da P ai lati AB, BC e AC rispettivamente. Tracciamo
l’altezza CH relativa alla base AB e la parallela ad AB passante per P che inter-
seca il triangolo in D ed E e l’altezza CH in Q come si osserva in figura 8. 
Le ipotesi sono P�L� � x, P�M� � y, P�N� � z e C�H� � h.
Per costruzione Q�H� � P�L� � x perché il quadrilatero PLHQ è un rettangolo e
C�Q� � C�H� � Q�H� � h � x.
Il triangolo CDE è simile al triangolo ABC e quindi è anch’esso equilatero.
Indichiamo con l la misura di uno dei suoi lati. Se congiungiamo C con P
notiamo che ACDE � ACDP � ACEP , che PM è l’altezza del triangolo CEP relati-
va alla base CE, e che PN è l’altezza del triangolo CDP relativa alla base CD.

Quindi: ACDE � �
1

2
� l C�Q� � �

1

2
� l (h � x); ACDP � �

1

2
� l P�N� � �

1

2
� l z ; ACEP � �

1

2
� l P�M� � �

1

2
� l y.

Si ottiene:

ACDE � ACDP � ACEP��
1

2
� l (h � x) � �

1

2
� l y � �

1

2
� l z�h � x � y � z�h � x � y � z.

Quindi la somma x � y � z è sempre uguale ad h e la riposta esatta è la C).

L’equazione di secondo grado xy � px � qy � r � 0 è l’equazione di una conica. Dall’applicazione dei de-
terminanti alla geometria analitica sappiamo che una conica è degenere se il determinante della matrice
associata è nullo, altrimenti la conica è non degenere. 

det� �� �
1

8
� pq� �

1

8
� pq� �

1

4
� r � �

1

4
� (pq�r).

Si ha che det� ��0��
1

4
� ( pq � r) � 0�pq � r.

Quindi l’equazione della conica xy � px � qy � r � 0 rappresenta l’insieme di due rette se e solo se pq � r.
Infatti sostituendo la relazione pq � r nell’equazione della conica data questa diventa (x � q)( y � p) � 0 che
rappresenta l’equazione della coppia di rette parallele agli assi cartesiani: x � � q e y � � p.
Nel caso non si conosca l’applicazione dei determinanti alle coniche, il quesito può essere risolto nel se-
guente modo.
Se esprimiamo y in funzione di x, si ottiene y � ��

p

x

x

�

�

q

r
� . Si tratta di una funzione omografica che per

pq � r rappresenta un’iperbole equilatera, e che per pq � r diventa y � ��
px

x
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� , con x � q � 0. Se stu-
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diamo l’equazione nella forma y (x � q) � � p (x � q)� (x � q)(y � p) � 0, essa rappresenta l’equazione
della coppia di rette parallele agli assi cartesiani x � � q e y � � p. Abbiamo così ritrovato il risultato prece-
dentemente ottenuto.

In un tetraedro regolare ABCD, come quello riportato in figura 9, i vertici sono
equidistanti l’uno dall’altro, quindi ogni permutazione dei vertici del tetraedro è
una isometria del tetraedro in sé. 
Le permutazioni dei vertici di un tetraedro sono 4!, e quindi le isometrie sono in
tutto 24. Contiamo le sole isometrie dirette. Se i vertici A, B, C, D del tetraedro
sono disposti come in figura 9, un osservatore posto in A vede il triangolo BCD
percorso in senso antiorario. Un’isometria che trasforma A, B, C, D rispettivamente
in A�, B�, C � e D� è diretta se un osservatore posto in A� vede il triangolo B�C �D�
percorso in senso antiorario, altrimenti è indiretta. Per ogni isometria diretta ne esi-
ste sempre una indiretta, quella che si ottiene dalla diretta scambiando due vertici
trasformati. Si conclude che le isometrie dirette sono 12 di cui una è l’identità. Per individuare le rimanenti
11 isometrie consideriamo le simmetrie del tetraedro.
I 4 assi di rotazione passanti per un vertice ed il centro della faccia opposta danno origine a due rotazioni
una di 120° e una di 240°. Si ottengono quindi 8 isometrie dirette. Ci sono inoltre tre assi di simmetria che
sono rette congiungenti i punti medi di due spigoli opposti ma che sono anche assi di rotazione. Eseguen-
do attorno a ciascuno di essi una rotazione di 180° si ottengono le rimanenti 3 isometrie dirette.
Quindi le isometrie dirette sono 12 e sono: 4 rotazioni di 120°, 4 rotazioni di 240°, 3 rotazioni di 180° e
l’identità.

Sostituendo le coordinate (x, y) con (1,0) e le coordinate (X, Y ) con (1, �1) nelle equazioni dell’affinità:

�
otteniamo: � �� .

L’affinità richiesta è quindi: � .

Per verificare se ammette rette unite scriviamo le equazioni della trasformazione inversa:

� �� .

Con queste equazioni trasformiamo la retta generica y � mx � q. Si ha:

�
1

2
� X � �

1

2
� Y � 1 � m (Y � 2) � q�Y ��

2m

1

� 1
�X ��

2m

2q

� 1
�� 2.

L’affinità data ammette rette unite se:

� �� .
2m 2 � m � 1 � 0

q � ��
4

2

m

m

�

�

2

3
�

m ��
2m

1

� 1
�

q � ��
2m

2q

� 1
�� 2

x � Y � 2

y � �
1

2
� X � �

1

2
� Y � 1

x � Y � 2

2y � X � Y � 2

X � x � 2y

Y � x � 2

a � 1

b � 2

1 � a

� 1 � �
1

2
� b � 2

X � ax � by

Y � �
1

2
� bx � 2
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